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1. はじめに 

地震観測や振動試験は、土木・建築系や機械系構造物あるいは地盤の動的特性を把握し、そ

の耐震性（あるいは耐振性）を検証するために実施される。構造物の動的特性はモード定数（固

有値と固有ベクトル）や諸物性値等により明らかになるが、これらは観測・試験による実測デ

ータから逆解析的に決定可能であり、「時間領域のモード解析」および「数値モデル同定解析」

はそのための解析手法のひとつである。 

「時間領域のモード解析 1) 2) 3)」は、観測記録より、対象系が運動方程式に従うことを前提と

してモード定数を求め、伝達関数を計算して、系の周波数特性を明らかにすることを目的とす

る。一方、「数値モデル同定解析 1) 2) 3)」は、時間領域のモード解析の結果を参照して系に対して

仮定した数値モデルの物性値の同定を目的とする。これら解析には次のような特徴がある。 

時間領域のモード解析 

① 観測記録より最小二乗法に従い振動系の固有値（固有周波数と減衰定数）および固有ベクト

ルを求め、伝達関数を計算する。振動系の M、C、K の情報は必要ない。 

② 刺激係数の大きいモードから求められ、複雑な周波数特性を有する系についても容易に解析 

が可能である。 

③ 固有値は非線形最小二乗法に従って計算を行うが、収束性にたいへん優れている。 

④ 周波数領域で観測値の入力に対する出力のスペクトル比を扱う場合、ノイズレベルの高いデ

ータについてはノイズの解析に及ぼす影響は大きいが、時間領域では入出力の差（加速度入

力の場合）や出力自体（外力の場合）を扱うためその影響は小さく良好な結果が期待される。 

⑤ 解析は運動方程式で関係付けられる入出力の波形があれば実施可能である。それぞれ複数個

でも構わない。ただし、入力が加速度の場合は、一般に刺激係数が不明なため 1 個の入力と

なる。 

数値モデル同定解析 

① 観測記録より非線形最小二乗法に従い対象系に対して仮定した数値モデルの物性値を同定

する。数値モデルとして FEM モデル（S-R モデルなど質点系モデルを含む）及び一次元波動

方程式モデルが使用可能である。 

② 同定解析には、解の一意性や発散等、様々な問題が存在する。一般に観測点総数が仮定した

対象系の数値モデルの自由度に比較してわずかであるため、正規方程式の係数行列を構成す

る感度量（微分係数）に対して有意な値を持つ物性値は一部に限られ、同行列が特異になる

ことが主たる要因である。本解析では、この問題に対して特異値分解法を参考にして開発し

た修正特異値分解法により対処している。 

図 1、2 は、構造物の耐震性等の検討用数値モデルの作成を目的とする順解析の流れ図と時間
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領域のモード解析および数値モデル同定解析の位置付けを示した逆解析の流れ図である。順解

析の場合は応答に対する感度量の小さい物性値の妥当性の判断が難しいが、逆解析では全ての

モデル要素の物性値の感度量を計算して修正量を決定しているため問題はない。 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 時間領域のモード解析 

自由度N の非比例減衰を有する振動系の運動方程式は次式となる。今、対象系の運動がこの

方程式に従うことを前提として考えていく（比例減衰の場合も同様の展開となる）。 

)t()t()t()t( fKxxCxM =++                                (1) 

ここに、M 、C 及びK は、それぞれ質量、減衰、剛性の )NN( × 行列であり、 )t(x 、 )t(f は変

位、外力のN 元ベクトルである。入力が加速度であれば外力 )t(f は入力点の加速度による慣性

力となり、 )t(x は入力点に対する相対変位となる。以下で扱う観測データは入出力ともに加速

度である。これらデータの入出力関係は、運動方程式(1)によって定義される。 

前述したように、モード解析の目的は観測記録を使用して最小二乗法よりモード定数を求め

伝達関数を計算して系の周波数特性を明らかにすることである。そこで、はじめに観測方程式

の理論解である運動方程式(1)の解について、2 つのパラメータ固有値と固有ベクトルの陽関数

に表現するために対象系の固有値問題を取り上げ、系の基本ベクトルを形成する固有ベクトル

の線形展開式について考えていく。 

ここで、以下の展開の便宜のために、式(1)を次のように改める。 

地震観測記録や 
振動試験データ 

振動系の数値モデルの作成 
   （MCK の推定） 

固有値解析 時間領域のモード解析を行い、固有
値、固有ベクトルを求め伝達関数を
計算して振動系の動特性を把握する 

固有値、固有ベクトルを
用いてモデルの応答を計
算する 

直接積分により
モデルの応答を
計算する 

モード解析から求められた伝達関数
を使用して数値モデル同定解析を行
い、モデルの MCK を同定する モデルの応答と観測記録の比較 修正 

動特性の検討、耐震性の検討、最適設計 

bad 

good 

動特性の検討、耐震性の検討、最適設計 

図 1  順解析（シミュレーション解析）の流れ図 図 2  逆解析の流れ図 
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また、上式を簡略に表現するために次の行列、ベクトルを導入する。 

)t()t()t( FBXXA =+                                  (3) 
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K0
0M

B
CM
M0

A ， [ ] [ ]TT 0 fFxxX == ，，                  (4) 

ここに、A、B は )N2N2( × の行列、X ，F は )12N( × のベクトルである。 

式(3)の固有値問題は、 0F =)t( と置いた閉鎖系において論じられる。このとき解 )t(X を

)texp()t( λVX = と置けば、式(3)は次の固有方程式へ移行する。 

)N21r(rrr ～==+ 0BVAVλ                              (5) 

ここに、 rλ 、 rV は、それぞれ第 r 次の固有値、固有ベクトルであり、ベクトル rV は次の内容

を持つ。 

[ ] T
rrrr uuV λ=                                    (6) 

ここに、ベクトル ru は、第 r 次変位ベクトルである。 

また、式(5)より、ベクトル rV は次の直交関係式を満たす。 

srr
T

s δ=AVV                                     (7) 

srrr
T

s δλ−=BVV                                  (8) 

ここに、δ はクロネッカーのデルタである。ただし、上式は、いずれかの式により規格化され

たベクトル rV 及び ru について成立する。 

固有方程式(5)を解けば閉鎖系の運動が明らかになる。そして、(7)、(8)両式の直交性を満たす

基本ベクトル rV によって式(3)のベクトル )t(X の線形展開が可能となり次のように表される。 

∑=
=

N2

1r
rr )t()t( VX α                                  (9) 

ここに、 )t(rα は第 r 次の展開係数であり、記号  はモードの総和を意味する。 

変位 )t(x 、速度 )t(x および加速度 )t(x は、(4)、(6)の両式から次のようになる。 

r r( t ) ( t )x uα= ∑                                (10) 

∑= rrr )t()t( ux λα                               (11) 

∑= rrr )t()t( ux λα                               (12) 

展開係数 )t(rα は、次の微分方程式を満たす。 

)t()(t)(t T
rrrr fu=− αλα                            (13) 

上式は、式(9)を式(3)に代入し、(7)、(8)両式の直交性を考慮して得られる。よって、上式を解

けば変位等が求まる。今、問題にしている加速度は、次のようになる。 

∑
r
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{ } rrr
T

r
t

r0r )t(e)t( r uux λαλ λ∑ += β                        (14) 

ここに、{ }内の第一項は式(1)の一般解であり、 0rα は rα の初期値である。第二項は式(1)の特

殊解であり、ベクトル )(trβ は次の微分方程式を満たす。 

)t()(t)(t rrr f+= ββ λ                              (15) 

上式は、式(13)において )(t)(t r
T

rr βu=α と置換し、固有ベクトル ru の直行性を考慮して得ら

れる。 

尚、式(14)は、モード定数 rλ 、 ru の共役複素数を考慮すれば次のようになり、以後、加速度

の理論式として取り扱う。 

{ } 



∑ +=

=

N

1r
rrr

T
r

t
r0r )(teReal2)t( r uux λαλ λ β                   (16) 

ここに、Real は、実数部を意味する。 

式(16)の加速度 )t(x は固有ベクトル ru による線形展開式であるが、固有値 rλ は )t(x に対し

て非線形の関係にあるため、誤差分布を考慮してこれらパラメータは個別に扱わねばならない。

以下に、最小二乗法に従って式(16)の理論値と観測値との間の誤差を評価して固有値 rλ 、固有

ベクトル ru を決定するための手法について述べていく。 

2.1 固有ベクトルの決定について 

固有ベクトル ru は、固有値 rλ を既知として扱い、観測点毎に決定する。式(16)より、観測点

j の加速度 )(tx j は次のようになる。 

{ }

( ){ }

r

r

N t T
j r r0 r r r rj

r 1

N t2 T 2
r r0 rj r r r r rj

r 1

x ( t ) 2Real e (t ) u

2Real e u (t ) (t ) u

λ

λ

λ α λ

λ α λ λ

=

=

 = +∑  
 = + +∑  



 u

u f

β

β
               (17) 

上式で一義的に決定不可能な複数の未知線形量をまとめ、変数変換 rj r 0 rja uα= 、 rrjrj u uU =

を行う。これより、理論解（回帰式）は次のようになる。 

( ){ }r i
N t2 T 2

ij r rj rj r r i r i
r 1

x 2Real e a (t ) (t )λλ λ λ
=

 = + +∑  
 U fβ                  (18) 

ここに、 ijx は時間 it t= 時の観測点 j の加速度である。  

新たなパラメータ rja および rjU は観測値 e
ijx と理論解式(18)間の誤差を評価して求められる。

誤差評価関数 jε は次のようになる。 

( ){ }r i

2N te 2 T 2
j ij r rj rj r r i r i

i r 1
= x 2Real e a (t ) (t )λε λ λ λ

=

  − + +∑ ∑    
 U fβ            (19) 

パラメータ rja および rjU は、誤差の最小化条件式 j rj/ a 0ε∂ ∂ = 、 j rj/ε∂ ∂ =U 0 より正規方程

式をたて、これを解いて求められる。 
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2.2 固有値の決定について 

固有値 rλ は、固有ベクトル ru を既知として扱い、決定する。はじめに、加速度 )t(x に対し

て非線形の関係にある固有値 rλ の微小変化分 rλ∆ について )t(x をテーラーの定理で展開し、そ

の一次までとって線形化を行う。即ち、時間 it t= 時の観測点 j の加速度 ijx は次のようになる。 

( ) r i

2N ij
ij ij0 r

r 1 r

N t2 T 2 r
ij0 r r i rj rj r r i r i r

r 1 r

x
x x

x 2Real 2 t e a 2 (t ) (t )λ

∆λ
λ

λ λ λ λ ∆λ
λ

=

=

∂
= + ∑

∂

    ∂  = + + + + + ∑   ∂       



 

 U fβ
β

   (20) 

ここに、 ij0x は固有値が rλ の時の加速度である。 

rλ∆ は観測値 e
ijx と上式間の誤差を評価して求められる。即ち、誤差評価関数は次のようにな

るが、誤差の最小化条件式 r/ 0ε ∆λ∂ ∂ = より正規方程式をたて、これを解いて求められる。 

( )2e
ij ij

ij
x xε = −∑                                   (21) 

誤差を評価して求められた rλ∆ より rλ を修正し、誤差ε が許容値を満たすまで演算を繰り返

す。 

 

3. 伝達関数について 

伝達関数はモード解析の結果より解析的に求められる。 

今、式(3)のベクトル )t(X 、外力 )t(F のフーリエスベクトルをそれぞれ )(ωY 、 )(ωG とすれ

ば、同式の両辺をフーリエ変換して次式を得る。 

)()()(i ωωωω GBYAY =+                            (22) 

ここに、ωは角振動数であり、 i は虚数単位である。 

ここで次式のように、上式のベクトル )(ωY の固有ベクトル rV による線形展開式を考える。 

∑=
r

rr )()( VY ωαω                               (23) 

展開係数 )(r ωα は、上式を式(22)へ代入して直交性(7)、(8)の両式を考慮すれば求められ、

)(ωY 、そして(4)、(6)の両式より変位 )t(x のフーリエスペクトル )(ωy は次のようになる。 

∑
−

=
r

r
r

T
r

i
)()( VguY

λω
ωω                            (24) 

∑
−

=
r

r
r

T
r

i
)()( uguy

λω
ωω                            (25) 

ここに、 )(ωg は、外力 )t(f のフーリエスベクトルである。ただし、モード解析では固有ベクト
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ル ru に換えて rrjrj u uU = （ j は観測点を指す）を計算しており、実際には次式により )(ωy の観

測点 j 成分 )(y j ω を計算している。 

∑
−

=
r r

T
rj

j i
)(

)(y
λω
ω

ω
gU

                             (26) 

ところで、地震波（加速度入力）の場合は、伝達関数は対象点の絶対値（加速度、速度及び変

位の各絶対値）を基準点の絶対値で割って作成されるが、今、基準点の絶対変位 )t(xb のフーリ

エスペクトルを )(yb ω とすれば伝達関数 )(T j ω は次のようになる。 

)(y)(y
i

)(
)(T b

r
b

r

T
rj

j / ωω
λω
ω

ω











∑ +

−
=

gU
                    (27) 

ここに、 )(ωg は慣性力 bx ( t )MI−  のフーリエスペクトルであり、次のようになる。 

)(y)( b
2 ωωω MIg =                             (28) 

ここに、 I は単位ベクトルである。これより式(27)の伝達関数 )(T j ω は次のように表される。 

    1
i

)(T
r r

T
rj

2

j +∑
−

=
λω

ω
ω

MIU
                          (29) 

ところで質量行列M は、刺激係数 MIu T
r として上式及び式(3)の )t(T

r fu （ )t(xb
T

r MIu−= ）

に現れるが、この係数は系の定数であり、M 単独では任意の値を採り得る。つまり、本解析か

ら算出される rjU は適当なM に応じた値となり、刺激関数 rj
T

r
T

rj uMIuMIU = は、M に依らず普

遍的な量である。このことは rjU から計算される固有ベクトル ru については、数値的な評価は

難しいことを意味する。固有ベクトルは、式(7)あるいは(8)によって規格化されて初めて評価さ

れる量であり、少なくとも連続体の数値モデルの自由度に相当するだけの個数がなければ無意

味である。ただ、解析より求められる rjU より、適切に規格化すれば対象系のモード形状は確認

可能である。 

 

4. 数値モデル同定解析 

時間領域のモード解析は観測記録による対象系のモード定数の同定を目的とするが、数値モ

デル同定解析は、更に溯って観測記録より運動方程式(1)の系定数、即ち、質量M 、減衰係数C

および剛性K の各行列の同定を目的とする。具体的には、予め対象系に対して仮定した運動方

程式（数値モデル）の解と観測値との間の誤差を評価して系定数を構成する物性値に修正を加

えるという方法を採る。解析は周波数領域で行い、観測値として時間領域のモード解析から求

められる伝達関数を使用する。 

観測値に当たる伝達関数 jT ( )ωe の式(29)を再掲する。 
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2 T

rje
j

r r
T ( ) 1

i
U MIω

ω
ω λ

= +∑
−

                           (30) 

一方、運動方程式(1)の解 )(ωT は次のようになる（以下では、外力が慣性力の場合について

取り上げるが、通常の外力の場合も同様の展開となる）。 

∑ +
−

=
r

r
r

T
r

2

i
)( IuMIuT

λω
ωω                           (31) 

物性値の修正量は観測値と理論値間の誤差の二乗和を評価して求められる。このとき誤差評

価関数は次式である。 

( )( )∑ −−=
ij

ij
e

ijij
e

ij TTTTε                           (32) 

ここに、
e

ijT は角振動数 iω における観測点 j の観測値であり、 ijT は理論値である。また、
e

ijT 、

ijT は、それぞれ、
e

ijT 、 ijT の共役複素数である。そして、記号∑ は対象振動数範囲及び観測

点についての総和を意味する。 

次に、式(31)の伝達関数 )(ωT は物性値に対して非線形の関係にあるため、テーラーの定理に

従い物性値修正量の一次までとって線形化を行い、最適修正量の計算手法を考えていく。 

各種物性値をベクトルp の成分で表し、その修正量を p∆ として伝達関数 )(ωT を次のように

表す。 

∑
∂

∂
+≈

n
n

n

0
0 p

p
),(),(),( ∆

ω
ωω

pTpTpT                      (33) 

ここに、 0p は、はじめに仮定した物性値である。また、 np 、 np∆ は、それぞれベクトルp 、

p∆ の第n 成分である。 

上式の p∆ は、これをパラメータとして直接計算可能であるが、ここでは固有方程式(5)を介

在させて固有値問題で引用される近似法、即ち、摂動法４）を利用した計算手法を考えていく。

このとき p∆ は、予め予想される修正量として与えられ、既知量の扱いとなる。いわゆる摂動で

あるが、第 2 項全体は p∆ による伝達関数の一次摂動 )(ω∆T である。従って、 )(ω∆T を物性値

毎に計算して次式のように線形展開の形に表現し、ε の最小化を条件に展開係数を計算すれば

最適な伝達関数の一次摂動、即ち、伝達関数の修正量が求められる。 

∑
∂

∂
+≈

=

N

1n
n

n

0
n0 p

p
),(a),(),( ∆

ω
ωω

pTpTpT                    (34) 

ここに、 na はn 番目の物性値成分 np の摂動 np∆ による伝達関数一次摂動 nn /)( pTT ∂∂=ω∆

np∆・ の展開係数である。∑ は、物性値の個数N 個の総和を意味する。 

伝達関数の一次摂動は、以下のようになる。 
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伝達関数 )(ωT は、式(31)よりモード定数 rλ 、 ru の関数であるから、 )(n ω∆T は次のように

なる。 

∑ 







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
r

n
n

r

rn

r

r
n p

pp
)( ∆λ

λ
ω∆ u

u
TTT                        (35) 

上式の伝達関数T の固有値 rλ および固有ベクトル ru による偏微分 / λ∂ ∂ rT 、 r/T u∂ ∂ は次

のようになる。 

2 T
r

r r2
r

/
( i )

u MIT uω
λ

ω λ
∂ ∂ =

−
                            (36) 

2 T
r

r
r

/
i

u MIT u Iω
ω λ

∂ ∂ =
−

                              (37) 

また、 nn p・p ∆λλ∆ ∂∂= /rr 、 nnrr p・p ∆∆ ∂∂= /uu は、それぞれ固有値、固有ベクトルの np∆

による一次摂動であるが、これらは式(5)の固有方程式を利用して以下に示す摂動法に従って算

出される。 

固有方程式及び固有ベクトルの直交関係式を再掲する。 

0BVAV =+ rrrλ                                  (38) 

srr
T

s δ=AVV                                     (39) 

srrr
T

s δλ−=BVV                                  (40) 

 今、物性値の摂動 np∆ によって固有方程式の解が次のように変動したとする。 

rrr λ∆λλ +='                                     (41) 

rrr' VVV ∆+=                                    (42) 

ここに、上２式の右辺第二項は物性値の摂動 np∆ による一次摂動である。 

 これらを固有方程式(38)へ代入して次式を得る。 

0))(())()(( rrnrrnrr =++++++ VVBBVVAA ∆∆∆∆λ∆λ             (43) 

ここに、 nA∆ 、 nB∆ はn 番目の物性値摂動 np∆ によって変動した行列である。 

上式を展開して式(38)を考慮すれば次のようになる。ただし、式(34)で伝達関数の一次摂動ま

でを問題にしているので∆量については二次以降を無視する。 

0rnrnrrrrrr =++++ VBVAAVVBVA ∆∆λλ∆∆∆λ                 (44) 

 ここで、 rV∆ について rlα を展開係数として固有ベクトル rV の線形展開式を考える。 

∑=
l

lrlr VV α∆                                 (45) 

上式を式(44)に代入して左側から T
sV を掛け、 rV の直交性を考慮すれば以下のようになる。 
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0rn
T

srn
T

srr
T

srl
T

s
l

rll
T

sr
l

rl =+++∑+∑ VBVVAVAVVBVVAVV ∆∆λλ∆αλα        (46) 

 直交性(39)、(40)より、上式は次のようになり、展開係数 rsα 及び rλ∆ が求められる。 

 即ち、 

0rnnr
T

ssrrsrsrrs =+++− VBAV )( ∆∆λδλ∆λαλα                  (47) 

  

上式で sr = のとき、 

rnnr
T

rr VBAV )( ∆∆λλ∆ +−=                           (48) 

 sr ≠ のとき、 

sr

rnnr
T

s
rs λλ

∆∆λ
α

−
+

−=
VBAV )(

                         (49) 

 展開係数 rrα は式(39)の直交性を利用して求められる。 

式(39)は物性値の摂動 np∆ によって次のようになる。 

srrrn
T

ss δ∆∆∆ =+++ ))(()( VVAAVV                    (50) 

 上式を展開して∆量について一次まで取り上げれば次のようになる。 

0r
T

srn
T

sr
T

s =++ AVVVAVVAV ∆∆∆                     (51) 

rV∆ に対して固有ベクトル rV の線形展開式(45)を代入して次式を得る。 

0rn
T

sl
T

r
l

sll
T

s
l

rl =+∑+∑ VAVAVVAVV ∆αα                  (52) 

rV の直交性より、上式は次のようになる。 

0rn
T

ssrrs =++ VAV ∆αα                          (53) 

これより、 rrα は次のようになる。 

2
rn

T
r

rr
VAV ∆α −=                                (54) 

以上より、物性値の摂動 np∆ による固有値及び固有ベクトルの一次摂動が求められ、伝達関

数の一次摂動式(35)の計算が可能となる。 

ところで、式(4)、(6)より、行列と固有ベクトルの表現を改めれば、 rλ∆ 及び ru∆ は以下のよ

うになる。 

( ) rnnrn
2

r
T

rr uKCMu ∆∆λ∆λλ∆ ++−=                       (55) 

∑=
s

srsr uu α∆                                             (56) 
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( ) )( sr ≠
−

++
−=

sr

rnnrn
2

r
T

s
rs

uKCMu
λλ

∆∆λ∆λ
α             (57) 

( )
2

2 rnnr
T

r
rr

uCMu ∆∆λα +
−=                             (58) 

ここに、 nM∆ 、 nC∆ 及び nK∆ は、 np∆ によって変動した質量、減衰及び剛性行列である。これ

らは np∆ について線形の関係にあるとは限らないので、次のように np∆ の一次式で表した量と

して計算される。 

n
n

nn
n

nn
n

n p
p

,p
p

,p
p

∆∆∆∆∆∆
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
KKCCMM                 (59) 

数値モデルが FEM の場合は、 nM∆ 、 nC∆ 及び nK∆ は、パラメータ np に関係する要素の要

素マトリックスを np について微分して偏微分係数 np∂∂ /M 、 np∂∂ /C 及び np∂∂ /K を計算

し、摂動 np∆ を乗じて求められる。 

ところで、式(34)の展開係数 na は、伝達関数一次摂動 )(n ω∆T を物性値の摂動 np∆ の一次式

で計算しているので np∆ の係数として式(32)のε を最小とする摂動を与える。従って、それらが

物性値の修正量 npδ となり、 0np に加算され、更新される。即ち、 

)N1n(ppp,pap n0nnnnn ～=+== δ∆δ                     (60) 

以上、誤差の二乗和あるいは物性値修正量 npδ の変化率が所定の値以下になるまで、式(31) 

)(ωT →式(35) )(ω∆T → na →式(60) npδ 及び np を繰り返す。 
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